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Sommario

In questa relazione vengono raccolte alcune considerazioni sul teorerolydj P

un risultato centrale nel campo dell’enumerazione di figure con simmetrie, quali
i grafi non etichettati. Ne viene presentata prima un’introduzione informale (se-
zione 1), poi un approccio picompleto (sezione 2) ed infine alcuni esempi di
applicazione (sezione 3). In particolare, vengono discussi alcuni risultati ottenuti
nel campo del conteggio di strutture chimiche e nell’ambito della teoria dei grafi.
Per completezza, in appendice sono riportati alcuni richiami di algebra.

1 Introduzione

Si supponga di voler realizzare una collana utilizzando quattro perle bianche e due
perle nere e di voler calcolare quanti diversi tipi di collane possono essere create utiliz-
zando queste sei perle. Non si tratta semplicemente di scegliere come disporre le perle
in ciascuna delle sei posizioni disponibili, dato che ruotando o capovolgendo la colla-
na si ottengono sostanzialmente figure equivalenti. Ad esempio, le tre configurazioni
rappresentate in figura 1 corrispondono alla stessa collana. Infatti, la configurazione
(b) pw essere ottenuta dalla (a) ruotando la collan&0diin senso orario, mentre

la configurazione (c) capovolgendo la collana rispetto all'asse indicato con la linea
tratteggiata.

Questo esempio introduce un problema generale:¢ dato un insieme di figure
aventi uncolore (le perle con il colore bianco e nero, nel’esempio della collana). E’
dato un insieme dsiti (le posizioni delle perle), ed un grupg® di permutazioni di
guesti siti. Unacolorazionee ottenuta selezionando un colore per ogni sito. Due
colorazioni si diconcequivalentise ognuna delle due puessere ottenuta dall’altra
attraverso una permutazione dei siti appartenente a\oti i colori delle figure, e
descritto il gruppd=, il teorema di Blya permette di calcolare il numero di colorazioni
non equivalenti.



@ (b)

Figura 1: Esempio di una collana (a) e due figure equivalenti ottenute per rotazione (b)
e per riflessione (c)

e Il colore di ciascuna figura viene descritto attraversfutaione generatrice dei
colori:

u(x):x1+x2+x3+-~-

dove ogniz; € un simbolo formale che rappresenta uno dei colori che possono
essere assegnati ad ogni figura.

e Il gruppo G delle permutazioni dei siti che conducono a colorazioni equivalenti
e descritto tramite Ihdice ciclq definito come segue. Ogni permutazigne G
pud essere scritta inotazione ciclicacon«; cicli di lunghezzai.

Definizione Il tipo della permutaziong € la corrispondente partizione «li
[171,292 ... n%"].
conay + 2a + ... + na, = n, ed ag viene associata I'espressione

a1, 02

Co(yi, 2, yn) = YT o2 Y™

anche in questo caso, ogpié un simbolo avente valore unicamente formale.
Ad esempio, la permutazione

12 3 45 6

345 6 1 2

pud essere espressa in notazione ciclica corig)(246). Il tipo della permuta-
zione descritt@



Definizione La somma formale delle espressiaQiyi,ys2,- -, yn), presa su
tutte leg € G € un “polinomio” inyy, s, . . ., y,. Dividendo pellG|, si ottiene
I'indice ciclodel gruppo di permutaziord:

Z eGCg(y17y27"'7yn)
CG(y17y27'--7yn): g
G|

e La soluzione del problema viene fornita attraverstutazione generatrice delle
colorazioni

U(x17x27x37"')

dove il coefficiente di ogni terming® 252252 ... & il numero di colorazioni

non equivalenti in cui il colore:; € utilizzatok; volte, il colorex, € utilizzato
ko volte e cosvia.

Il teorema di Plya afferma che la funzione generatrice del numero di colorazioni non
equivalentiU () si ottiene sostituendo la funzione generatrice dei caldxi) nell’in-
dice ciclo¢g(y).

Esempio Tornando al caso della collana, ad ogni sit@ ssere assegnata una perla
bianca (b) o nera (n). In questo caso, la funzione generatrice dei €olori

u(x) = zp + Ty,

Inoltre, si supponga di rappresentare 'oggetto come un esagono regolare e di nume-
rarne i vertici dal a6 in senso orario. Si ottiene una colorazione equivalente ad ogni
rotazione di60° in senso orario della collana attorno al suo centro (figura 1b ). La
permutazione dei vertici corrisponderge

1 2 3 45 6
2 3 45 6 1
In notazione ciclica questa permutazionedmssere scritta com@23456). Appli-
cando ripetutamente rotazioni 60° si ottengono altrel configurazioni equivalenti.
Nella seguente tabella sono rappresentate, per ogni angolo di rotazione (colonna 1),

le permutazioni che conducono a configurazioni equivalenti (colonna 2) ed i loro tipi
(colonna 3):

Operazione Permutazione Tipo
rotaz.0° (1)(2)(3)(4)(5)(6) (identita) Y9
rotaz.60° (123456) ve
rotaz.120° (123456) (123456) = (135)(246) 3
rotaz.180° (123456) (135)(246) = (14)(25)(36) | v3
rotaz. 240° (123456) (14)(25)(36) = (153)(264) 3
rotaz.300° (123456) (153)(264) = (165432) Y



Il gruppo G delle permutazioni dei siti che conducono a configurazioni equivagenti
formato dalle6 permutazioni descritte; I'indice ciclo corrispondertequindi,

1
Ca(y1,y2,Y3,Y6) = 6(9(13 + 5+ 2y3 + 2y¢)

Si ha quindi, una descrizione(z)) del colore che pdi assumere ogni perla, ed una
descrizione {(y)) di quali sono le permutazioni che conducono a rappresentazioni
diverse della stessa colorazione. Applicando il teorema#Wie? si sostituisce (=) ad

ogni occorrenza dj; nell'indice ciclo, e si ottiene la funzione generatrice del numero
di colorazioni non equivalenti:

1
= Gl@o+20)° + (@ +27)° + 2} +23)° + 2(ah + 7)) =

6, .5 4,2 3,3 2, 4 5 6
=y + 2y Ty + 327, + 4oy ), + 3z, + ey + o),

U(x)

Il coefficiente di ogni terminer;*z*» & il numero di colorazioni equivalenti in cui

sono utilizzatek, perle bianche &,, perle nere. Essendo coinvolti solo due coleri,
sufficiente considerare la funzione

u(z) =1+ .

infatti, determinato il numero di perle nere utilizzate in una colorazéoneivocamente
determinato anche il numero di perle bianche:

U(z) =1+ + 322 + 42 + 32* + 2° + 2°.

Il coefficiente di ogni termine:* indica quante sono le colorazioni non equivalenti in
cui vengono utilizzate perle nere (& — i perle bianche).

Proseguendo questo esempéopossibile ottenere colorazioni equivalenti anche
capovolgendo la collana; si ottiene in tal modo uflassionedei siti rispetto ad un asse
di simmetria (figura 1c). La permutazione che descrive la riflessione rispetto all’asse
passante per i vertidie 4 e.

<123456

Lot ) mese

Quindi, oltre alle sei permutazioni corrispondenti alle rotazioni, ci sono le sei permu-
tazioni ottenute capovolgendo la collana dopo ogni rotazione. Nella seguente tabella
vengono riportate le permutazioni dei siti che conducono a configurazioni equivalen-
ti, ottenute applicando la riflessione dopo una rotazione. |l significato delle cobonne
analogo alla tabella precedente:

Operazione Permutazione Tipo
rotaz.0°erifl. | (D)B)H(G)(6) (D6)B35)E) = (D26)(35)() | 73
rotaz.60° e rifl. (123456) (1)(26)(35)(4) = (16)(25)(34) v3
rotaz.120° e rifl. (135)(246) (1)(26)(35)(4) = (15)(24)(3)(6) | y?y3
rotaz.180° e rifl. (14)(25)(36) (1)(26)(35)(4) = (14)(23)(56) ys
rotaz.240° e rifl. (153)(264) (1)(26)(35)(4) = (13)(2)(46)(5) | y3v?
rotaz.300° e rifl. (165432) (1)(26)(35)(4) = (12)(36)(45) vs



Si nota come le riflessioni che seguono rotazioifi,di20 e 240 gradi siano equivalenti

a riflessioni della collana rispetto agli assi passanti per i vettieid, 3 e 6,2 eb5
rispettivamente; invece, le riflessioni che seguono rotazio®i,di80 e 300 gradi sono
equivalenti a riflessioni della collana rispetto agli assi perpendicolari ai lati tra i vertici
1e6,2e3,1e2rispettivamente. Lindice ciclo corrisponderigin questo caso,

1 [
Ca (Y1, Y2, Y3, ¥6) = E(yf + 4ys + 3yivys + 2u3 + 2u6) (1)

Se si tiene conto anche delle simmetrie dovute alla riflessione, la funzione generatrice
delle colorazioni ottenuta

U(r) = 5[0 +2)° + 400 +22)° 430+ 2)2(1 422 +2(0 +0°)? + 201 +2%)] =

=1+z+322+32% 4+ 32* + 2° + 25.

Come prima, il coefficiente di ogni terming indica quante sono le colorazioni non
equivalenti in cui vengono utilizzateperle nere.

2 llteorema di POlya

Di sequito,e riportata una trattazionetpformale dei concetti introdotti per I'esempio
della sezione precedente.

2.1 Simmetria ciclica e diedrale

Il tipo di simmetria che occorre pidi frequentes quella associata ad oggetti circolari,
come la collana nell'esempio della sezione precedente o dischi divisi in settori colo-
rati. L'operazione pi semplice che trasforma una figura di questo tipo in una figura
equivalentee la rotazione. Se si restringe alle sole rotazioni le operazioni che portano
una figura in una configurazione equivalente, si ottiene un gruppo ciclico di simmetrie.
Si consideri um-gono regolare, i cui vertici vengono etichettati in senso orario con i
simboli1,2,...,n. Unarotazione d?‘jl—oo attorno al centro della figura corrisponde ad
una permutazione

7= (123...n)

dei vertici. 1l gruppo delle rotazioni dellh-gono € il gruppo ciclicodi ordine n
generato dar, ovvero

C, = {id,m,w%, ... 7" 1}

Si denoti conp(d) la funzione di Eulero, che indica il numero di interi positivid che
sono coprimi corl.

Lemma 2.1 Un gruppo ciclico di ordinen contiene esattamenté(d) elementi di
ordined, per ogni divisorel di n.



Teorema 2.2 SiaC,, il gruppo ciclico di permutazioni generato da= (123...n).
Allora, per ogni divisorel di n, Ci sonog(d) permutazioni inC',, che hanndj cicli di
lunghezzal, e quindi I'indice ciclo diC,, &

oy vn) = + 3 D)y @
d|n

Dim. C,, contiene esattament&d) elementi di ordined, per ogni divisored di n

(lemma 2.1). In questo caso, ¢g€d) permutazioni sono quelle della formai, do-

vel < k < d ek e coprimo cond. Siam la lunghezza del pi corto ciclo della
permutazioner’ (1 < i < n — 1); siainoltres in un ciclo di lunghezzan. Allora

Per ognit € {1,2,...,n} s et sono entrambi nel singolo ciclo di = (123...n),
quindit = 7" (s) per qualche-. Ora

(=) (1) = 7" (5) = 7 (s) = 7 (s) = (1)

t & in un ciclo di7? la cui lunghezza dividen. Ma m & la lunghezza minima di un
ciclo, quindi tale cicloe lungom. Quindi, tutti i cicli di 7* hanno la stessa lunghezza
m. Se l'ordine dir’ € d, deve esseré = m; quindi ci sono cicli di lunghezzad. O

Un altro tipo di operazione che piportare a configurazioni simmetrickda “rifles-
sione” (figura 2): si supponga di pori¢ = %, etichettare i lati del poligono con
1...n',n' +1...n, e riflettere la figura rispetto all'asse perpendicolare al lato tra i
vertici 1 edn. La permutazione dei vertici corrispondesgte

o=01 n)(2 n-=1)...(n" n'+1)
Dator = (123...n), risulta
or=(1 n—-1)2 n-2)...(n" =1 n' +1)(n)(n)

che rappresenta, appunto, la riflessione sull'asgeCome nell’esempio della collana,
proposto nella sezione precedente, ci seno= % riflessioni rispetto agli assi che
congiungono vertici opposti, e le permutazioni corrispondenti sono

om,om, on’, ... on" L.
ed altren’ = 7 riflessioni rispetto agli assi perpendicolari ai lati del poligono, e le
permutazioni corrispondenti sono
o,on?,ont, .. on" 2.
Considerando entrambi i tipi di simmetria, si ottiene un grupp2rdpermutazioni: le

n rotazionin® e len riflessionion® (0 < i < n — 1). Tale gruppce dettodiedraledi
ordine2n, e siindica conD,,.



Teorema 2.3 L'indice ciclo di D,,, quandon & parie

1 1, = n_q
=Cop (Y1, Y2, - yn) + = (ys + 0y )

2 4
Dim. D,, contiene glin elementi diC’,, assieme & permutazioni (come) di tipo
[22], e 2 permutazioni (come) di tipo [1%, 2% ~!]. Quindi
n
2

n

]. n n n_q
(D, (Y1,92, -, Yn) = %(Z o(d)yi + 5ys + nyyzz )

d|n

Analoghe considerazioni valgono per il caso in cui il numero di vertici sia dispari,
ad esempio» = 2n’ + 1. Anche in questo caso il numero di riflessi@nin, ma
ogni riflessioned rispetto all’'asse che congiunge un vertice con il punto medio del lato
opposto. La permutazione dei vertici corrispondente

=01 n)2 n-1)...(n =1 ' +1)(n)

Teorema 2.4 L'indice ciclo di D,,, quandon & dispari,ée

1 ]_ n—1
360 (W1, y2, - yn) + Sy’

Dim. D,, contiene glin elementi diC,,, assieme a permutazioni (come) di tipo
1, 2"771}, ed il risultatoé analogo al caso precedente:

1 n n—1
Co, (1 u2, o) = 5= dld)y +nyryy ™)
d|n

Come visto nella sezione precedente, l'indice ciclo permette di memorizzare in
una notazione compatta le informazioni sulle strutture di ciclo delle permutazioni di un

gruppo.

2.2 Il numero di colorazioni non equivalenti

SiaG un gruppo di permutazioni degli elementi di un insieXie Si supponga che ad
ogni elementa: di X possa essere assegnato una-filversi colori. Sek e l'insieme
deglir colori, unacolorazioneé una funziones da X a K. SeX ha cardinali&n, ci
sonor™ colorazioni possibili; indichiamo coft I'insieme di tali funzioni.

Ogni permutaziong € G induce una permutaziorjedegli elementi di2 nel modo
seguente: data una coloraziangsi definiscej(w) come la colorazione nella quale il
colore assegnato ade il colore chev assegna g(z), ovvero

(G(w)) (@) = wlg(z))

La funzione che mappain § & unarappresentaziondi G come gruppd? di permu-
tazioni dif2. Inoltre, vale la seguente proposizione:



[

n'+1 '

Figura 2: Simmetrie per riflessione di un poligono regolare con un numero di vertici
pari (a sinistra) e dispari (a destra)

Proposizione 2.5la rappresentaziong — g € fedele

Dim. Si supponga chg; = go, in modo che(g; (w))(z) = (§2(w))(x) €, di conse-
guenza,

w(g1(2)) = w(g2(z))(w € @,z € X).

L'equazionee vera per ogniv, in particolare per la colorazione che assegna un dato
colore ag; (x) ed un diverso colore ad ogni altro membroXli In questo caso l'e-
quazione implica che, (z) = g2(z). Dato che la stessa argomentazione vale per ogni
x € X, siconclude chg; = g5. O

Quindi il gruppo immaging? & isomorfo a3. Due colorazioni sono indistinguibili se
ognuna po essere trasformata nell'altra attraverso una qualche permutagien®,
ovvero se appartengono alla stesshita nell’azionedi G su$2. Quindi il numero di
colorazionidistinguibili (0 non-equivalenji& il numero di orbite nell’'azione di su

Q. Di seguito, viene riportato un risultato noto come lemma di Burnside o lemma di
Cauchy—Frobenius, che lega il numero di orbite al numero di figstitiin un'azione

di gruppo.

Lemma 2.6 SiaG un gruppo che agisce su un insietiie Si denoti corF'(g) = {x €
X|g(x) = «} I'insieme dei punti inX fissati dall’'elementg; € G. Il numerot di
orbite di G suX & pari al numero medio di punti fissati dagli element(#i

1
f:@gze;F(QN

Utilizzando la proposizione 2.5 ed il lemma 2&6possibile dimostrare il seguente
teorema.



Teorema 2.7 SeG & un gruppo di permutazioni &\, e (¢ (y1,¥y2,.--,¥yn) € il SUO
indice ciclo, allora il numero di colorazioni non equivalenti &i, quando ci sono
colori disponibilieé

Calryry..ym)
Dim. La rappresentaziong— § & una bijezione, quindiG| = |G:
1 . 1 .
= IF@) = 7 D 1F )] @)
G| =~ Gl &=
geG ge

doveF(g) € I'insieme di colorazioni fissate da Si supponga una colorazione fissata
dag, tale chej(w) = w, e sia(zyz . ..) un qualsiasi ciclo dy. Si ha

w(y) = w(g(x)) = (§(w))(z) = wz

e quindiw assegna lo stesso colorecad ay. Ripetendo la stessa argomentazione,
si pw dimostrare che e z hanno lo stesso colore, e ¢aga. Quindiw € costante

in ciascun ciclo dig. Seg ha in tuttok cicli, allora il numero di colorazioni che
hanno questa propriee r*, dato che un elemento di ogni ciclo @essere colorato
arbitrariamente, ed i colori dei rimanenti, a quel punto, essere determinati. Quindi,
supponendo cheabbiaq; cicli di lunghezza (1 <i < n),conqa; +...+a, =k, €

|F(g)| = rk = rortton = ¢ (ryr,... 1) 4)

la dimostrazione si conclude sostituendo I'espressione (4) nella formula (3) per il
calcolo del numero di orbitel

Da questo teorema si deduce che il problema di trovare il numero di colorazioni non
equivalenti quando sono disponibilicolori pud essere ridotto al problema di calco-
lare T'indice ciclo del gruppo di permutazioni. Quando si conosce l'indice cielo,
sufficiente sostituire ad ognuno dei terminy, ..., y, per ottenere il risultato.

2.3 Insiemi di colorazioni e loro funzioni generatrici

E’ possibile generalizzare il risultato precedente: oltre che calcolare il numero totale di
colorazioni non equivalent¢ possibile distinguere il numero di esse in cui ogni colore
e utilizzato singolarmente un certo numero di volte.

Si supponga che l'insiem& debba essere colorato, e che l'insieme dei colori di-
sponibili siaK = {a,b,...,h}. Associato ad ogni colorazione : X — K c'e
un’espressione formalejidicatoredi w, definito come

ind(w) = a™*d™ --- K"

doveng,,ny,...,n, sono il numero dei membri dK che ricevono rispettivamente i
colori a,b,...,h. Quindin, + ny, + ... + np = n, conn = |X|. Dato un qual-
siasi sottoinsiemel dell'insieme() di tutte le colorazioni, viene definita la funzione
generatrice delle coloraziobi, come la somma formale

Ua(a,b,....h) =Y ind(w)



Quando i termini diU 4 sono raccolti nella maniera usuale, il coefficiente del termine
a®bt ... & il numero di colorazioni i nelle quali il colorea € utilizzatos volte, il
coloreb e utilizzatot volte e cosvia.

Sivuole, ora, ottenere una formula esplicita per una particolare funzione generatri-
ce di questo tipo. Si supponga di avere una partiziEine X; U Xo U...U X} in cui
| Xi|=mi(1<i<k)emi+ma+...+my=n.

Teorema 2.8 Sia X partizionato come descritto sopra, e sial'insieme delle colo-
razioniw : X — {a,b,...,h} che assegnano lo stesso colore ad ogni memb?;di
Allora
Ug(a,b,...;h) =(@™ +0™ +...+h™) - (™ 40" + ...+ h"?) -
. (am;€ + bmk + . + hmk)

Dim. Si costruisce una corrispondenza bijettiva tra le coloraziorfBied i termini
ottenuti moltiplicando tra di loro i fattori al secondo membro:

e A ogni colorazionew € B corrisponde uno dei termini ottenuti dal secondo
membro: sceltas, si pone chev assegni il colore; a tutto X, ¢, a tutto X, e
cos via; si pone in corrispondenzacon il prodotto dei termini

"™ dalla prima parentesi
cy?  dalla seconda parentesi

e dall'ultima parentesi

e Ad ogni scelta simile dei termini corrisponde una sola colorazione, che soddisfa
le condizioni di appartenenzala

Inoltre, il prodotto dei termini posti in corrispondenza con ogni colorazioreel'in-
dicatore indw) (per definizione di in¢lv)); quindi, moltiplicando i termini al secondo
membro si ottiene

(@™ +b™ 4.+ R (a4 R

(@™ 4B+ R =Y ind(w)
weB

MaUg(a,b,...,h) =3 cpind(w) per definizione dUp. O

Quando sipong = b = --- = h = 1 nella formula diUg(a, b, ..., h) ogni fattore
del secondo membro si riducerail numero di colori. Quindi, il numero totale di
colorazioni inB & r*, in accordo con il fatto che si deve assegnare uno ablori a
ciascuno dek insiemi Xy, ..., X.

2.4 |l teorema di Polya

Si supponga ché sia un gruppo di permutazioni dell'insieni& e che( sia il gruppo
di permutazioni indotto sull'insiem@ delle colorazioni diX, definito secondo la re-
gola(g(w))(z) = w(g(z)). Sivuole ottenere la funzione generatriég (a, b, ..., h),

10



doveD e l'insieme delle colorazioni non equivalenti, contenente un rappresentante per
ciascuna orbita df¥ su€2. Il coefficiente dia*b - - - in Up rappresenta il numero di
colorazioni indistinguibili nelle quali il colore e utilizzatos volte, il coloreb & utiliz-
zatot volte e cosvia. Il teorema di Blya afferma chd/ € ottenuta dall'indice ciclo
di G ¢g(y1,---,yn) soOstituenda@’ + b° + - - - + h' pery;.

Nella dimostrazione del teorema dollpa si ricorre ad una versione “pesata” del
lemma di Burnside. (2.6):

Lemma 2.9 Si supponga che ad ogni element& X sia associato un “peso’iv(z)
e che elementi appartenenti alla stessa orbita nell’azion@ du X abbiano lo stesso
peso. La somm@ dei pesi dei rappresentanti di ogni orbita

T = ﬁ Z Z w(zx)
g€G zeF(g)

Teorema 2.10Sial(y1, - - -, yn) l'indice ciclo di un gruppoG di permutazioni diX;;
sia D l'insieme di colorazioni contenente un rappresentante per ogni orbic sli).
La funzione generatricEp(a, b, ..., h) del numero di colorazioni non equivalenti di
X, quando i colori disponibili sona, b, .. ., h, € data da

Up(a,b,...,h) =Ca(V1,--y7n)
dovey; =a’ +b" + - -+ hi(1 <i<n).

Dim. Innanzitutto, si vuole trovare una formula alternativa p&y(a,b,...,h) =
> wep ind(w). Applicando la versione pesata del lemma di Burnside (2.9) all'azione

di G su$, si ottiene
> ind(w) = % Y indw)]
weD G| GeG weF(9)

dove F'(g), come descritto nella sottosezione 22insieme delle colorazioni fissate
dag € G. Lasommatra le parentesiUy ), per definizione, quindi

S ind(w) = |(1;| S Ur 5)
Ge@

weD

Inoltre, una colorazione € in F(§) se e solo s& costante in ogni ciclo dj, come
dimostrato per il teorema 2.7. Quindi la forma esplicita gy, € data dal teorema
2.8:

Up@gy(ab,...,h) = (@™ +b™ + ...+ A™) - (™ +b™ + ...+ h"™) ...
. (amk + pE ++hml’) = Ymy " Vmy

dovemy,ms, ..., my sono le lunghezze dei cicli gi In modo equivalente, sehac;
cicli di lunghezza(1 < i < n), allora

UF(Q)(avb""vh) = 7?1’732 "'7:” = Cg('Vla'YQw--;'Vn)

11



Dato che la rappresentaziope— § & una bijezione, si hiz| = |G|, e sostituendo
nella formula (5) pet/x 4 si ottiene

UD(a’aba""h) = CG(lev’va"wf}/n)

O

3 Teorema di Folya ed enumerazione di grafi

Nella sezione % stato descritto, a titolo di esempio, I'utilizzo del teorema aliyR

per il calcolo del numero di configurazioni non equivalenti nelle quali pavarsi un
oggetto circolare simile ad una collana. In questa sezione vengono riportate alcune
significative applicazioni del teorema a problemi di enumerazione di grafi.

3.1 Enumerazione di strutture chimiche

Il teorema di Blya ha trovato un’elegante applicazione nell’ambito del conteggio di
composti chimici aventi particolari strutture. Di seguito viene proposto il calcolo del
numero di isomeri per gklcani monosostituite per la famiglia debenzeni

3.1.1 Alcani monosostituiti

Nelle molecole degli alcani monosostituiti ci sono atomi di tre diversi elementi: atomi
di carbone (C), a valenzg atomi di idrogeno (H) a valenZaed un atomo di un diverso
elemento (X) a valenza. Ciascun atomo forma legami chimici con altri atomi. Non
ci sono legami doppi o tripli. Una molecola pessere rappresentata come in figura
3: ogni atomoe rappresentato da un vertice del grafo ed ogni legame chimico da un
lato. Il grado di ogni vertice pari alla valenza dell’elemento rappresentato. Queste
condizioni impongono che la formula chimica per ogni alcano monosostituito avente
n atomi di carbonio si&', Hy,,+1 X. Sivuole determinare quanti siano i diversi alcani
monosostituiti (isomeri) aventi di atomi di carbonio, ovvero ottenere la funzione
generatriced(x) delle configurazioni per gli alcani monosostituiti.

Ogni permutazione ciclica dei sitl), (2) e (3) rappresentati in figura 3dorigine
a molecole simmetriche. Questo tipo di permutazioni forma il gruppo cicligache
contiene le permutaziorii ) (2)(3), (123) e (132); l'indice ciclo di C5 &

1
Cos = 3 (u7 +243)
(si veda la sottosezione 2.1). In ognuno dei §it), (2) e (3) pud essere costruita

una molecola di alcano monosostituito, la cui funzione generatritata indicata con
A(x). Sostituendo la funzione generatridéx) nell'indice ciclo si ottiene

S (43() +24() ©)

il coefficiente diz™ in questa espessiomieil numero di configurazioni in cui atomi
di carbonio sono ripartiti tra le porziofii), (2) e (3) della molecola. Dato che anche
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L

X
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Figura 3: Struttura degli alcani monosostituiti

la radice contiene un atomo di carbonio, la formula (69 pasere moltiplicata per,

in modo che il coefficiente di™ rappresenti il numero di configurazioni in cuatomi

di carbonio sono presenti nell'intera molecola (radice compresa). Nel procedimento
descritto non sk tenuto conto del caso in cui = 0, corrispondente alla molecola
X-H. Infatti, nella funzione generatrice non sono presenti termini costanti. Per questo

si aggiunge la costanteall’espressione (6), ottenendo la funzione generatrice per gli
alcani monosostituiti:

Alw) =1+ éx(AS(x) +24(2%)) @

Anche se non sembra possibile ottenere un’espressione esplicitd:pei suoi coef-
ficienti possono essere calcolati utilizzando una procedura ricorsiva: conoscendo il nu-
mero di alcani monosostituiti contenenti aligi atomi di carbonia possibile ricavare

il numero di alcani monosostituiti formati da+ 1 atomi di carbonio.

Esempio | primi 4 coefficienti diA(x) sonol, 1,1, 2, & semplice trovarli costruendo
tutti gli alcani monosostituiti col, 1, 2 e 3 atomi di carbonio. LaA(z) troncata al
quarto termine& 1 + ! + 22 + 223. Sostituendo nell'espressione (7) si ottiene

1
1+ gzv[A3(1) +2A(2%)] =
1 5
=14 ga[l+32+ 622 + 132° + 18z* + 212° + 252° + 1827 + 122° + 827+
+ 24 22°% 4 22° 4+ 42°] =

1
=1+ gx(3 + 3z 4 622 + 152° 4+ 182 + 2125 4+ 272° + 1827 + 122°% 4 122%) =
=z 422+ 223 +52% + 62° + 728 + 927 + 62° + 42° + 4210

Il numero di alcani monosostituiti contenedtatomi di carbonia 5, il coefficiente del
terminex* della funzione generatricé(z).

13



(1) (2) (3)

Figura 4: Struttura dei benzeni, gruppi orto- (1) meta- (2) e para- (3)

3.1.2 Benzeni

Un’'altra applicazione del teorema dblya a problemi legati all’enumerazione di strut-

ture chimicheg il conteggio di alcuni tipi di molecole di benzene. La molecola di un
benzene pbiessere rappresentata con un esagono, ai cui vertici possono essere presenti
atomi o strutture pi complesse. Inoltr& noto che ci sono tre modi, quelli riportati in
figura 4, di completare la molecola del benzene.

Una molecola di benzene alchil-sostituéana molecola nella quale, nei siti rap-
presentati con X, sono posizionati dei radicali di alchile. Un radicale di alchite pu
essere considerato come una molecola di alcano monosostituito allaggsiai ri-
mossa la radice. Il problem@aanalogo a quello della collana, discusso nella sezione
1: ci sono sei siti, che possono essere permutati, conducendo a figure equivalenti, dalle
permutazioni del gruppo diedral@g, il cui indice cicloé descritto dalla formula (1).

Per descrivere il contenuto di ciascun sito, invece della funzione generatrice dei colori
1 + z della sezione 1, si utilizza la funzione generatrice per gli alcani monosostituiti
A(x), ottenendo la funzione generatrice per il benzene alchil-sostituito:

_ 1
12
Quindi, conoscendo i prind termini di A(z) si possono calcolare i prinki termini di
B(x).

B(z) (A%(x) + 4A3(2?) + 3A%(2) A%(2?) + 24%(2®) + 2A4(2%))

3.2 Enumerazione di grafi

In questa sottosezione vengono riportati alcuni risultati relativi al conteggio di alcune
classi di grafi, ottenuti applicando il teorema @ilya. Si considerino grafion etichet-

tati conn vertici. Un grafo si dice non etichettato quando i suoi vertici sono indistingui-
bili, a parte per il modo in cui sono interconnessi (al contrario dei gtafhettatj nei

quali ad ogni vertic& associata un’etichetta, che lo rende univocamente identificabile).
Tra qualsiasi coppia di vertici guesserci o meno un lato. L€ = % posizioni in

cui possono essere presenti i lati sono i siti del problema. A ciascuno di questisiti pu
essere assegnato un colore bianco (lato non presente) o nero (lato presente).
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3.2.1 Grafi non etichettati

Non essendo etichettati, i vertici del grafo possono essere permutati da qualsiasi ele-
mento del gruppo simmetric6,,. Ogni permutazione dei vertici induce una permu-
tazione delle coppie di vertici, e quindi dei siti. Si denoti Cﬁﬁ) l'insieme delle
permutazioni delle coppie di vertici. Per applicare il teorema@y®¢é necessario
determinare l'indice ciclo d5‘?.

Le permutazioni di vertici con lo stesso indice ciclo inducono permutazioni dei siti
con lo stesso indice ciclo (ma nénvero il contrario). Quindé possibile restringere la
valutazione ad un solo esempio per ogni tipo di divisione in cicli delle permutazioni.

Siprenda, ad esempio, il cagc= 4. La prima permutazione tra vertici da conside-
raree l'identita, il cui tipoey{. Il tipo della corrispondente permutazione tra 8ii¢.

Il secondo tipo di permutazione quella che scambia due vertici, lasciando invariati
gli altri. Il tipo di questa permutazione tra vertiey7y- ed il tipo della corrispondente
permutazione tra sitj?y3. Ci sono6 permutazioni di questo tipo. Si passa a conside-
rare le permutazioni che muovono tre vertici, lasciando fisso il quarto. In questo caso,
al tipo y1y3 per la permutazione tra vertici corrisponde il tipdtra i siti (ci sono8
permutazioni di questo tipo). E doda, considerando le permutazioni che scambiano

i vertici a coppie e quelle che scambiano tra di loro tuttmviertici.

Proposizione 3.11l numero di permutazioni irf,, con tipoy;'ys> ..., dovea; +
200 + ... +na, =ne

n!

1o !22205! - - nonqy,!

Per ottenere i tipi delle permutazioni tra siti corrispondenti alle permutazioni tra vertici,
devono essere considerati separatemente tre casi:

1. coppie di vertici dello stesso ciclo
2. coppie di vertici di cicli diversi della stessa lunghezza
3. coppie di vertici di cicli di diversa lunghezza .

Nel caso 2, se la lunghezza del cida, ci sono(g) modi in cui i due cicli posso-

no essere scelti. Nel caso 3, se i cicli hanno lunghézeak, allora ci sonooy, o
scelte possibili. Inoltre, dato che applicando ripetutamente la permutazione, i vertici
si muovono nei rispettivi cicli, il numero di passi impiegati per tornare nella posizione
iniziale, completando il ciclog il minimo comune multiplo tr& e k.

Proposizione 3.2Si denoti corjh, k] il minimo comune multiplo tra e k e con(h, k)
il loro massimo comun divisore. Lindice ciclo 82 &

Cs® = 1 Z zmalHy;?j-Tl’H Yivs; D)y H H ylBenes
1

(o) i h=1k=h+1
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Sostituendo ley; con la funzionel + z si ottiene la funzione generatrice per il numero
di grafi conn vertici, classificati per numero di lati. Nel caso interessi solo il numero
di grafi conn vertici, senza distinzioni rispetto al numero di laki,possibile porre

: = 1. Questa operazione pessere fatta anche prima della sostituzigne (1+x?),
semplicemente sostituengpcon?2.

3.2.2 Grafi connessi

Spesse utile conoscere il numero di grafi connessi invece del numero totale dei grafi.
C’e un forte legame tra il numero di grafi connessi ed il numero totale di grafi, dato
che ogni grafo pa essere visto come collezione di componenti connesse. Si supponga,
quindi, di conoscere la funzione generatrige) = c;z + coz® + --- in cuic, &

il numero di grafi connessi avenii vertici. Ogni grafoG puo essere specificato in
modo unico elencando quante volte ogni grafo connesso occorre come componente di
G. 1l contributo al numero di vertici di~ fornito da un particolare grafo connesso con

n vertici che occorre: volte come componente d¥ € rn. | contributi possibili, per
diversi valori dir, sono descritti dalla funzione generatrice ™ + 22" + 23" +. .. =

(1 — 2™)~1. Dato che ci sone, grafi connessi con vertici e ciascuno contribuisce

alla funzione generatricg(x) con un fattorg1 — z™) 1, tutti insieme contribuiscono

un fattore(1 — z™)~“~. Considerando tutti i valori di si ottiene

g(z) = Zgnx” = H(1 — ) en

n>1

Dato che i coefficientyy,, possono essere calcolati come descritto nella sottosezione
3.2.1. La formula pa essere utilizzata al contrario, per calcolare i coefficienti,di
confrontando i coefficienti di, 22, 23 di ¢(z) e g(x). In modo simile, ed utilizzan-

do funzioni generatrici in due variabilg possibile ottenere anche il numero di grafi
connessi aventi un dato numero di archi [3].

3.2.3 Alberi ed alberi con radice

Un albero & un grafo connesso senza cicli. dibero con radicez un albero in cui

un vertice (la radiceg distinto dagli altri. Unéoresta con radicee un grafo in cui

ogni component@ un albero con radice. Se si rimuove la radice da un albero con
radice, si ottiene una foresta (due sotto-alberi). Se si considerano radici dei due sotto-
alberi i vertici che erano adiacenti alla radice dell'albero di partenza, si ottiene una
foresta con radice. Da queste considerazioni si deduce che il numero di alberi con
radice aventin vertici € pari al numero di foreste con radicedi— 1 vertici. Sia

T(z) = Thx + Tox? + T32® + - - - la funzione generatrice per gli alberi con radice
(T, e il numero di alberi con radice di vertici). Utilizzando lo stesso procedimento
adottato nella sottosezione precedestppssibile scrivere la funzione generatrice dei
grafi in cui ogni componente un albero con radice (ovvero la funzione generatrice per
le foreste con radice):

[Ta-av"

n>1
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Il numero di alberi con radice il coefficiente del termine™ ! in questa formula o, in
modo equivalente, il coefficiente di* nella formulaz [, -, (1 — z™)~7». Si ottiene
cos I'equazione

T4 Tor? + T+ =z(1—2) Q-2 21— 2%

Quindi, conoscendo i prind terminiTy ... Ty, € possibile ottenere il termirig, ;.

3.2.4 Altri tipi di grafo

Anche la funzione generatriaéz) per gli alberi (senza radice) dipende f&x). Si
dimostra, infatti, che

1
tw) = T(x) = 3[T*(z) = T(z*)]
questo risultat@ noto comdormula di Otter Altri problemi che sono stati trattati uti-
lizzando il teorema di 8lya includono I'enumerazione di grafi diretti e I'enumerazione
di multigrafi, anche nel caso in cui il numero di lati tra due vertici sia limitato da un

intero s (multigrafi di forzas) [3].

3.3 Teorema di Plya e teoria dei numeri

Si consideri la classe degdiberi piani. Un albero pian@ un albero assieme ad una
particolare disposizione dei lati nel piano. @omorfismo tra alberi piané un iso-
morfismo tra grafi che preserva l'ordine della disposizione dei lati per ciascun vertice.
Un albero piantatce un albero con radice nel quale la radice ha graddtilizzando il
teorema di Blya & possibile ottenere la funzione generatiite:) per gli alberi piani

con radice utilizzando I'indice ciclo del gruppo ciclico e la funzione generafrice

per gli alberi piantati con radice.

Teorema 3.3 Siano P(z), Q(x) ed R(z) le funzioni generatrici per alberi piani ri-
spettivamente piantati, ordinari e con radice. Allora

oo

P =Y (e

R@) =2 e, (P2

n=0
Q) = R@) — 5.5 (P*(z) - P(s?)

E’ da notare come i coefficientt,, siano i numeri di Catalan

1 2n
Uy =
' n+1\n

che rappresentano il numero di strutture combinatorie come i bilanciamenti corretti
di parentesi in un’espressione e le triangolazioni di un poligono convesso. Inoltre, il
seguente risultaté stato dimostrato utilizzando il teorema dilfa:
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Teorema 3.4 Siar(m) il numero di alberi piani con radice non etichettati non iso-
morfi, aventim lati. Allora, perm > 1

rlm) = 5 3 ot/ (%))

dlm

Questo teorema lega, quindi, il numero di alberi piani con radice alla funzicdie
Eulero.

La funzione¢ di Eulero, come visto nella sottosezione 2.1, compare anche nel
calcolo dell'indice ciclo per il gruppo ciclice’,

1 n
Con (o ya,--yn) = — D _0(d)yj
d|n

Si nota come, sostituendo ad ogpila costantd, si ottenga la versione classica della
formula di Eulero:

%Z o(d) = 1.
d|n

Appendice

Vengono riportate, di seguito, le definizioni relative ad alcuni concetti menzionati nella
relazione.

Definizione Un gruppo di permutazioné un gruppo finitoG i cui elementi sono le
permutazioni di un dato insieme, e la cui operaziefeecomposizione di permutazioni.
Esempi di gruppi di permutazioni sono il gruppo cicli€q (di ordinen), il gruppo
diedraleD,, (di ordine2n) e il gruppo simmetrice,, (di ordinen!).

Definizione Un gruppo ciclicoC,, di un gruppoG di ordinen € un gruppo definito
dall’elementog € G (il generatoredel gruppo) e dalle sue potenze fino g™ = I,
dovel e I'elemento identd. | gruppi ciclici sono abeliani. @ un unico gruppo ciclico,
a meno di isomorfismi, di ordine per ognin > 2.

Definizione Il gruppo diedraleD,, di ordine2n € il gruppo di simmetrie di un poligo-
no regolare com lati. | gruppi diedrali sono gruppi di permutazioni non abeliani per
n > 2.

Definizione Il gruppo simmetrice,, di ordinen! & il gruppo di tutte le permutazioni
di n simboli. S,, contiene come sottogruppo ogni gruppo di ordine

Definizione Si dice che un grupp& agiscesu uno spazidk quando ¢& un mapping
¢ : G x X — X tale che le seguenti condizioni valgono per ogrd X.

1. o(I,z) = x, dovel & I'elemento identd di G.

2. ¢(g,¢(h,z)) = @(gh,x), per ognig, h € G.
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In questo casoy € detta lazione di gruppo In un’azione di gruppo, un grupp@
permuta gli elementi diX. Lidentita non compie nessuna azione, mentre la com-
posizione di azioni corrisponde all’azione della composizione. Per unadaoX,
l'insieme {gz} nel quale I'azione di gruppo muovee detta lbrbita di gruppodi «.
L'insieme dei punti diX fissatidall'azione di gruppd, definito come

{z|gr =2 Vg € G}
e detto insieme dei punti fissi del gruppo.

Definizione Unarappresentaziong di un gruppoG € un omomorfismo dal grupp@

al gruppo di permutazioni di un insiem®. Una rappresentazione si diferlelesep

e una funzione iniettiva d& al gruppo delle permutazioni & (il gruppo simmetrico
Sx). In questo caso¢F pud essere identificato come un sottogruppo del gruppo di
permutazioni diX .
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